Mathematik - Quadratische Funktionen - Mus’revlésung

Quadratische Funktionen Name:
Probeklassenarbeit puride [ | wote [ |
von 56
\n der Klassenarbeit kommt dran:
+ Parabeln verschieben, strecken und spiegeln Vom Term 2ur Parabel
« Waurzel ziehen, Produkt gleich null, Ausklammern bullstellen ohne Formel \nfo 1
« Hoch- und Tiefpunkt bestimmen Bullstellen ohne Formel \nfo 2
+ p,q-Formel und Anzahl der Lésungen Die p,q-Formel \nfo 1 und 2
+ Den schnellsten Rechenweg wihlen Die p,q-Formel nfo 3
« Binomische Formeln Die p,q-Formel \nfo 4
« Linearfaktorform und Vielfachheit pullstellen bestimmen die Funktion \nfo 4 und 2
« Parabel und Gerade pullstellen bestimmen die Funktion \nfo 3
« Funktionsterm aus drei Punkten, Anwendungen Der Korbwurf
Hinweise: Qn(-’oro\emnasbereichez
e 90 Minuten, Taschenrechner erlaubt, kein GeoGebra ] | Reproduzieren
+ Gleichungssysteme: immer Gauf3-Jordan-Verfahren @8- [ Zusammenhinge herstellen
« Hoch- und Tiefpunkte: ohne Differenzialrechnung sm® [l Verallgemeinern und Reflektieren

« Klassenarbeit: andere Aufgaben, andere Reihenfolge

Kreuze jeweils die richtige Antwort an. Genau eine Antwort ist richtig. [5P.]

a) Der Graph von f(x) = —2-(x —3)?> + 1 hat ...

() den Tiefpunkt T(3]1) den Hochpunkt H(3|1) () den Hochpunkt H(-3]1)

| @ =—2 < 0: Die Parabel ist nach unten geoffnet, hat also einen Hochpunkt. (x — 3) verschiebt um 3 nach rechts.
b) Im Vergleich zur Normalparabel ist der Graph von g(x) = 0,25 x? ...

breiter (] schmaler (] um 0,25 nach oben verschoben

| Bei 0 < a < 1 wird die Parabel gestaucht, also breiter. Um 0,25 nach oben verschoben wire der Graph von x? + 0,25.

o) Die Funktion h(x) = 3-(x + 4)-(x — 1) hat die Nullstellen ...

(] 4und -1 (] 3, —4und1 —4und 1

| x + 4 wird bei —4 null, x — 1 bei 1. Der Faktor 3 streckt nur, er wird nie null.
&) Die Gleichung x* + 2x +5 = 0 hat ...

keine Losung (] genau eine Losung (] zwei Loésungen

| Qch’f&ma: Der Wert unter der Wurzel ist 12 — 5 = —4 < 0. Wer 1 + 5 rechnet, hat das Minus vor q vergessen.
e) Der Graph von k(x) = 2-(x + 1)? ... die x-Achse.

(] schneidet zweimal beriihrt (] trifft nicht

| (x+1)? = (x +1)-(x + 1): Die Nullstelle —1 ist doppelt. Der Graph beriihrt die x-Achse in seinem Tiefpunkt (—10).
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Mathematik - Quadratische Funktionen - Hus’rerlésunﬂ

Bestimme die Nullstellen. Wi3hle jeweils einen geschickten Weg. [10 P.]

. a) f(x)=3x*-27 2P b glx) =2x? —7x 2P
3x2-27=0 | +27 2x2 —7x=0
= 3x>=27 |:3 = x(2x—-7)=0 1
= x*=9 Na 1 = x=0 oder 2x —7 =0
= x=-3 x=3 1 2x—7=0 | +7
= L={3; 3} = 2x=7 |:2
Qc\ﬁunaz Waurzel ziehen liefert zwei Losungen, = x=35
auch 3. = x1 =0, xp =35 1
= [ ={0; 3,5}

ﬁch‘runﬁz Nicht durch x teilen, sonst geht die
Losung 0 verloren.

. o h(x)=-2x>+4x+6

—2x>+4x+6=0 |:(-2)
= x*-2x-3=0 |pgq
p=-2q9g=-3

nz=-F 2(F) -9

H H o
N
—_
q
w
e

I
—_ =

= x1 =3, xp=-1
= L={-1; 3}
Qchﬂmﬁ: Erst normieren, also alle drei Glieder durch —2 teilen. Ohne Normieren liefert die p,q-Formel falschlich ,keine

Losung®.

[ d) Bestimme den Hochpunkt oder den Tiefpunkt von h. Skizziere den Graphen von h im Koordinatensystem.

-1 y
+3_ )

Mitte der bullstellen: x =

H(1

8

e}

h(1)=-2-12+41+6=28

Hochpunkt H(1[8),denna = -2 <0 1

Skizze: bullstellen, Hochpunkt und h(0) = 6

eir\’rraaen, dann verbinden 1
Die Parabel ist symmetrisch. Ihr Hoch- oder Tiefpunkt liegt genau in der Mitte zwischen den IIO

Nullstellen.
Probe: ~(0) = 6 und h(2) = 6: Stellen gleich weit links und rechts von 1 haben denselben .

Funktionswert. I

g

T —

-
"
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Mathematik - Quadratische Funktionen - Hus’rerlésunﬁ

Bestimme zu jedem Graphen den Funktionsterm in Linearfaktorform. [8 P.]

a) Graphvon f 3P
y

s

N
@
P

~
_—

[ \/

pullstellen =2 und &

f(x)=a(x+2)(x—4) 1
Punkt (0] 4)

f(0) =4
= a(0+2)(0-4)=4
= a-2-(—4)=4
= —8a=4 | :(=8)
= a=-0,5 1
f(x)=—-05-(x+2)(x—4) 1

Qchﬂma: Zur Nullstelle —2 gehort der Faktor
(x + 2), nicht (x — 2).
| Probe £(7) = —0,5-9-3 = —13,5

©) Bestimme die allgemeine Form von h(x) = 2-(x + 1)2.

h(x) = 2-(x + 1)?

) Graphvon g 3P

—
S~

w

no

/
N

.

'DoP(aeHe pullstelle 3:

g(x) = a-(x - 3)° 1
Punkt (1]2):

g(1)=2
= a(1-372=2
= da =2 | :4
= a=0,5 1
g(x) = 0,5-(x — 3)? 1

Der Graph beriihrt die x-Achse bei 3. Die Nullstelle
ist doppelt, ihr Linearfaktor steht im Quadrat.

| Probe: g(7) = 0,516 = 8

=2-(x*+2:x1+1%) 1
= 2-(x2 +2x + 1)
=2x% +4x +2 1
| Qchﬂma: Die 1. binomische Formel liefert den mittleren Term 2x. Der Faktor 2 gilt fiir jedes Glied in der Klammer.
| Probe: h(3) = 2:9 + 4:3 + 2 = 32, und mit dem gegebenen Term 2-4% = 32.
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Mathematik - Quadratische Funktionen - Hus’rerlésunﬁ

Gegeben ist die Parabel f(x) = x? —4x+1.[7P]

a)

b)

Bestimme die gemeinsamen Punkte der Parabel f und der Geraden g(x) = 2x — 4. Gib an, wie die Gerade
g zur Parabel liegt.

Jx) = g(x)
xP—4x+1=2x—-4 | —2x+4
= x> —6x+5=0 | p.q 1
p=-6,9g=5
2
=3+J9-5=3x2
= x1=5 x=1

g(1)=2-1—4=-2 g(5)=2:5-4=6 = S(1]-2), 5(5/6)
2wei gemeinsame Punkte: g schneidet die Parabel, g ist eine Sekante.
| Probe: Die y-Werte mit dem anderen Term priifen: f(1) =1—-4+1=—-2und f(5) =25-20+1=6.

I

J N N N

y

&
o

—
o )
\\

Begriinde, dass jede Gerade mit der Parabel f hochstens zwei gemeinsame Punkte hat.

Gemeinsame Punkte f(x) mit dem Term der Geraden 3\eic‘nse’r2en.

Dur f(x) enthalt x2, Brina‘r man alles auf eine Seite, bleibt x? stehen:

Es entsteht eine quadratische gleichuna. 1
Eine quadratische G\eichuna hat héchstens 2wei Losungen, denn die p,q-Formel

liefert 2wei L8sungen, eine oder keine, 1
Jede (8sung ist die x-Koordinate eines gemeinsamen Punktes.

Auch ric\‘\‘riaz Mit den Zahlen aus a) argumentieren, wenn klar wird: Bei jeder Geraden entsteht eine Gleichung
x> + px + g = 0, nur mit anderen Zahlen fiir p und q.

Im Bild: g schneidet die Parabel in S; und S,, h bertihrt sie in B, k trifft sie nicht. Ein Bild begriindet das aber nicht, es
zeigt nur einige Geraden.

y
J
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) [/ /k

\ 7 X
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/1 /
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Mathematik - Quadratische Funktionen - Mus’rerlésuns

In einem Plattenmuster liegen weifle Platten in einem EEEs =...=

uadrat. Ringsum liegt ein Rand aus blauen Platten. ans | |

Q gsum lieg EE B 8 5 8

Figur n hat n? weifle und 4n + 4 blaue Platten. [7P.] L L L LD LU LD L
Figur 1 Figur 2 Figur 3

a) Kreuze zuerst an, was du vermutest. Untersuche dann rechnerisch, ob es eine Figur mit gleich vielen weiflen YP
und blauen Platten gibt.

() Es gibt eine solche Figur. Es gibt keine solche Figur. (Bsung siehe Rechmunﬁ
n=4n+4 | —4n—4
= n?—dn—-4=0 | p.q !
p = —4’ q = —4
—4 —4\2
=3 () -9

=2+/4+4=2%8 1

= ny=2++8=483 ny,=2-+8=-083 1

?igurem haben die bummern 4, 2, 3, . Keine Lésuna ist eine ?iauremnummer.

Es 3ib+ keine ?iaur it Sleich vielen weiPen und blauen Platten. 1
Die Vermutung gibt keine Punkte. Wer nach der Rechnung aufhort, hat die Aufgabe nicht gel6st: Erst die Deutung
entscheidet.

Im Bild: Nur ganze n sind Figuren (Punkte). Die beiden Graphen schneiden sich bei n = 4,83, zwischen Figur 4 und
Figur 5. Ab Figur 5 liegen die weifien Platten vorn (Teil b).

Anzahl der Platten

’
!
weif}: n®> 8
,
4
30 s
Y ¢
n=4g83 g.2°
blau: 4n + 4
f’,’l
20 i
/’, Pl
; ® ';f !
:
peas s 1
10 z ‘
Jr, /‘(
P ,’
r F )
f”
1 2 4 5 6

Nummer der Figur n

) Gib an, ab welcher Figur es mehr weifie als blaue Platten gibt. Begriinde, dass auch alle folgenden Figuren ~ 37
mehr weifle als blaue Platten haben.

Piﬁur 4 16 weibe und 20 blaue Platten. ?iﬁur 525 weibe und 24 blaue Platten.

Ao ?iﬁur 5 Si‘oJr es mehr weiPe als blaue Platten, 1
n? — (4n + 4) = n? — 4n — 4 ist eine nach oben Seé(-‘(-‘new‘e Parabel

mit den Dullstellen ny = 4,83 und ny = —0,83 aus a). 1
Rechts von 483 ist sie positiv: Flr alle n > 5 ist n? > 4n + 4,

es SibJr also mehr weiBe als blaue Platten, 1

Auch ric‘n‘riaz Von Figur n zu Figur n 4+ 1 kommen 2n + 1 weif}e Platten hinzu, aber nur 4 blaue. Ab Figur 2 kommen also
mehr weifie als blaue hinzu, und ab Figur 5 bleiben die weif}en vorn.
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Bei einem Freistof3 liegt der Ball 20 m vor dem Tor. Die Mauer muss 9,15 m vom Ball entfernt stehen. lhre
Spieler springen hoch und kommen mit dem Kopf bis 2,40 m. Die Latte des Tores hangt 2,44 m hoch.

Die Flugbahn ist eine Parabel. F(x) gibt an, wie hoch der Ball in x Metern Entfernung vom Abschuss ist.
Wir sehen den Ball als Punkt. [19 P.]

Messwerte aus einer Videoanalyse:

Mauer Tor
xinm 0 5 10
F(x)inm 0 2 3 Ball
o
9,15m |
20m
a) Bestimme aus den Messwerten den Funktionsterm F(x) = ax? + bx + c. 5v
Der Ballliegt bei x = 0 am Boden: ¢ = F(0) =0 Héhe tiber dem Boden F(x) [m] 1
Aus F(5) = 2 und F(10) = 3 3 e
@52 +b5=2 S F
= 25a+5b=2 ? pdlcik
Il @102 + b-10 = 3 ) //
= 100a +10b =3 Abschuss (0] 0) 1
25 5|2 —4-1+11 25 5 2 Il: (-10) 25 5 2 2 4 6 8 10
100 10 | 3 —_— 0 —10| -5 E— 0 1105 Entfernung vom Abschuss x [m] 1
=511 +1 25 0] —-05 | :25 1 0| —-0,02
BN 2, 1
0 1 0,5 0 1 0,5

= L={(abc)eR}|a=-002 b=05 c=0}

Also: F(x) = —0,02x% + 0,5x 1
Wie beim Korbwurf: ¢ ist der Funktionswert an der Stelle 0. Danach fehlen nur noch a und b, also reichen zwei
Gleichungen. Links soll am Ende in jeder Zeile eine 1 stehen und sonst 0, rechts stehen dann a und b.

b) Untersuche, ob der Ball iiber die Mauer fliegt und ob er unter der Latte ins Tor geht. 3P
x ist die En’r€emur\3 vorn Abschuss: Mauer an der Stelle 9,45, Tor an der Stelle 20. 1
Mauer F(9,15) = —0,02-9,15% + 0,5-9,15 = 2,90
2,90 m > 2,40 m: Der Ball QieSJr Gber die Mauer. 1
Tor: F(20) = —0,02-400 + 0,5:20 = =8 + 10 = 2
2m < 2,44 m: Der Ball 3eh+ unter der Latte ins Tor. 1

| Im Bild: Der Ball ist tiber der Mauer 2,90 m hoch und an der Torlinie 2 m.
Héohe tiber dem Boden F(x) [m]

3 2,90
A N
2
// ’ \\
1 / F
Mauer Tor
5 10 15 20

Entfernung vom Abschuss x [m]
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) Bestimme die grofite Hohe des Balls und die Entfernung vom Abschuss, in der er diese Hohe erreicht. 4P
pullstellen: Héhe iiber dem Boden F(x) [m]
—0,02x% + 0,5x = 0 (12,5]5:125)
3 *
= x-(—0,02x +0,5) =0 d : ™ 4
= x =0 oder —0,02x +0,5=0 2 E
—0,02x + 0,5 =0 | —05 // Z \\1
= —0,02x = —0,5 | :(=0,02) 1 =
= x =25 :
= x; =0, x, =25 5 10 125 15 20 25 y
Entfernung vom Abschuss x [m]
Mitte x = —+ 22 — 125 1
F(12,5) = —0,02-12,5% + 0,5-12,5 = —3,125 + 6,25 = 3,125
Der Ball \Cliea’r héchstens etwa 343 m hoch, in 12,5 m Erﬁ?emuna vom Abschuss. 1
Auch richtig Statt der Nullstellen zwei gleich hohe Stellen, etwa F(10) = 3 und F(15) = 3. Sie liegen symmetrisch zum
Hochpunkt, die Mitte von 10 und 15 ist 12,5.
d) Bei einem anderen Freistof ist das Tor weniger als 20 m vom Ball entfernt. Die Flugbahn ist weiterhin 3P

dieselbe, und der Ball fliegt dabei jedes Mal Giber die Mauer. Ein direkter Freistofy aufs Tor muss mehr als
16,5m vom Tor entfernt sein. Bestimme die kleinste Entfernung zwischen Ball und Tor, bei der der Ball

noch unter der Latte ins Tor geht.

Die ?luabahn ist dieselbe, also bleibt die Funktion F.

Der Abschuss bleibt im Ursprung (0]0).\st das Tor

x Meter vom Ball entfernt, steht es an der Stelle x.

Dort ist der Ball F(x) Meter Uber dem Boden.

Unter der Latte heit: Diese Hahe ist kleiner als 2,44 m,

also F(x) < 2,44

arenze: Die Hahe ist genau a4 . Gesucht ist x.
F(x) = 2,44

= —0,02x% +0,5x = 2,44 | —244
= —0,02x% + 0,5x — 2,44 = 0 | :(~0,02)
= x? —25x +122=0 | p.q

p=—-25 g=122
Xy = 12,5 £4/156,25 — 122 = 12,5 + /34,25
= x; = 6,65, xy =~ 18,35
x] = 6,65 entfallt: Das Tor muss mehr als 16,5 m
vom Ball entfernt sein.
Testwerte nah an 18,335, links und rechts davon:
x =18 F(18) = 2,52 > 2,44: Gber der Latte = kein Tor
x =19 F(19) = 2,28 < 2,44: unter der Latte = Tor
Also 3i\+ F(x) < 2,44 £0r x > 18,35, Das Tor muss
mindestens etwa 18,4 m vom Ball entfernt sein.

andere Grenze tiberspringt (16,5 m, 25 m).

ﬁchfuna: Zwischen x; und x, ist der Ball hoher als die Latte, nicht
niedriger.

Unter der Achse im Bild: was passiert, wenn das Tor dort steht. Ab 25 m
landet der Ball schon vor dem Tor.

Mauer Tc:r
Ball
o
1 Héhe tiber dem Boden F(x) [m]
’ / N
X;
2,44 | Latte | 'ﬂ'/'" o S S G 1 S
2
/ Mauer \\
Tor bei 18,35 F
Y \
1 aus b)
5 10 15 20 25
! | |
naher als 16,5 m: entfallt ins Tor
tber die Latte
1 Entfernung des Tores vom Abschuss x [m]
/I
/1

Die Ungleichung F(x) < 2,44 muss man nicht direkt I6sen: Die Gleichung
F(x) = 2,44 liefert die Grenzen, ein Testwert je Seite zeigt, wo der Ball unter
der Latte bleibt. Den Testwert nah an der Grenze wahlen, damit er keine
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